16. Knobelaufgabe #6

Harry Hacker hat mit dem folgenden Ausdruck den , International Obfuscated F# Code

Contest" gewonnen.

let a=funbc—b(bc)inaaaa(fund—d+dxd)9

Zu welcher natiirlichen Zahl wertet der Ausdruck aus?
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Rekursion

16. Motivation

> Wieviele Moglichkeiten gibt es, n verschiedene Objekte in einer Reihe zu arrangieren?
» Fir die erste Position gibt es n Mdglichkeiten,

» fir die zweite Position gibt es n — 1 Méglichkeiten,
| 4

> fir die vorletzte Position gibt es 2 Méglichkeiten,
» fiir die letzte Position gibt es 1 Méglichkeit.

> Insgesamt gibt es 1 %2 % --- % (n — 1) x n Méglichkeiten.
» Diese Zahl heiBt auch n Fakultat, notiert n!.
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16. Motivation e 16. Motivation —
Wie kénnen wir die Fakultatsfunktion in Mini—-F# programmieren?
Beobachtung: in jedem der Falle n > 0 ist der letzte Faktor die Zahl n selbst.
Ein erster Versuch: Iet_ factorial (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 1
let factorial (n: Nat) : Nat = . else if n=1then n o
if n=0 then 1 else if n =2 then1xn
else if n=1 then1 else if n=3 then1x2xn
else if n =2 then 1 %2 else ...
else if n=3 then1x%2x3
else ...
5" Der Wert von 0 Fakultat ist 1, da das leere Produkt von Zahlen vereinbarungsgemaB 1
ist.
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11l Werte

16. Motivation Raf Hinze

=¥ Der Faktor n kann aus den Zweigen der Alternativen ,herausgezogen" werden.

let factorial (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 1
else ( if n=1 then 1
else if n =2 then 1
else if n =3 then 1 %2
else ...)xn

16. Motivation

Der Ausdruck in Klammern sieht dem urspriinglichen Funktionsrumpf sehr dhnlich. Die
Konstanten kénnen in Ubereinstimmung gebracht bringen, indem wir links und rechts
jeweils 1 subtrahieren.

let factorial (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 1
else ( if n=1=0 then 1
else if n-1=1 then1
else if n+~1=2then 1 x2
else ...)xn

5" Der Ausdruck in Klammern ist gleich dem Aufruf factorial (n — 1).
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16. Motivation A 16. Abstrakte Syntax A
Erlauben wir bei der Definition einer Funktion den Rickgriff auf die definierte Funktion
selbst (1), so erhalten wir:
a2 [ i (s )8 1 = ‘ ::\: Iet recf(x1:t):th=e Ziﬁljsri\a/:?:rzje:létionsdeﬁnition
if n =0 then 1 else factorial (n = 1) xn Morivar ks 2
I Greift man bei der Definition auf das definierte Objekt selbst zuriick, spricht man von Bg Ie.t rec f (x) —° deﬁme.rt genau wie fet f (x) = e eine Funktion, nur dass in e
) . _ zusatzlich der Bezeichner f sichtbar ist.
einer rekursiven Definition.
5" Rekursive Definitionen werden mit dem Schliisselwort rec gekennzeichnet. (Warum?)
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16. Statische Semantik R 16. Dynamische Semantik A
Der Bereich der Werte wird um rekursive Funktionsabschliisse erweitert.

Werte:

(0, f, x, €) rekursiver Funktionsabschluss
Y{foth—ot,x—tlhe: bt /
):I—(Ietrecf(xl:tl):tzzeg):{fwtlatg}

Typregeln: 7 09—
|

Auswertungsregeln:

o (letrec fx=¢e) || {f— (5, f, x, e)}

Statische Semantik

Zum Vergleich die Regel fiir nicht-rekursive Definitionen:
kel v ke | 1y I Af=vx—u ke |V

L {a—tlFe: b SFee | v
ZF(Ietf(Xlitl):t2=ez)2{fl—>t1*>t2}

mit v = (&', f, x1, €)

X" f wird an den rekursiven Funktionsabschluss gebunden, in dem f selbst aufgefiihrt
wird. (Aus der Rekursion wird ein zyklisches Geflecht.)
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16. Demo it e 17. Vertiefung —
Die Fakultat wachst sehr schnell, wie die folgenden Aufrufe zeigen. » Der Schritt von den nicht-rekursiven zu den rekursiven Funktionen ist ein gewaltiger.
Mini) factorial 10 Mini—F+ ist berechnungsuniversell. |
3.628.800
Mini) factorial 100 Mit Mini—F# konnen wir die prinzipiellen Moglichkeiten eines Rechners ausnutzen.
93.326.215.443.944.152.681.699.238.856.266.700.490.715.968.26 4. » Mehr dazu spater in der Theoretischen Abteilung der Informatik. Entwurfsmuster
SHLBRILA D000 M o P IS B LA L LG » Wir wenden uns an dieser Stelle den vergniglichen Dingen zu, der Programmierung. Im
518.286.253.697.920.827.223.758.251.185.210.916.864.000.000.000. Dpamche folgenden:
000.000.000.000.000 > Potenzfunktion
. L . . 79 . » Quadratwurzel,
I Die Zahl der Atome im sichtbaren Weltall wird auf ungefahr 107° geschitzt; > ein Ratespiel,
factorial 100 mit seinen 158 Stellen iibersteigt diese Zahl um ein Vielfaches. » und mehr.




17. Vertiefung

let rec factorial (n: Nat): Nat =
if n=0 then 1
else factorial (n ~1)*n

Die Definition basiert auf der Tatsache, dass eine natiirliche Zahl entweder 0 oder groBer
als 0 ist.

Problemldsungsbrille:
» Rekursionsbasis: die Lésung muss unmittelbar angeben werden.

» Rekursionsschritt: rekursiv wird eine Losung fiir n = 1 bestimmt, dann wird die
Teillésung zu einer Gesamtldsung fiir n erweitert.

11l Werte
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17. Potenzfunktion

Wenden wir das Problemlésungsschema auf die Potenzfunktion x” an.

let rec power (x : Nat,n: Nat): Nat =
if n=0 then...
else ...power (x,n=1)...

I Wir rekurrieren dber n, nicht tber x. (Warum?)
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»or DD

ntwurfsmuster
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17. Potenzfunktion it e 17. Multiplikation et e
> Rekursionsbasis: x° = 1.
let rec power (x : Nat,n: Nat): Nat = Die Potenzfunktion wird auf wiederholte Multiplikation zuriickgefiihrt. Ebenso lasst sich die
if n=0 then 1 Multiplikation auf wiederholte Addition zuriickfithren.
else ...power (x,n=1)...
let rec mul (m: Nat, n: Nat) : Nat =
» Rekursionsschritt: x" = x"~1 % x. Ermrtomuster if m=0then... Ermrtomustr
e else ...mul (m=1,n)... S
let rec power (x : Nat,n: Nat): Nat = Rate R
if n=0 then 1
else power (x,n = 1) x
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17. Multiplikation

» Rekursionsbasis: 0 x n = 0.

let rec mul (m: Nat, n: Nat) : Nat =
if m=0 then 0
else ...mul(m=1,n)...

» Rekursionsschritt: mxn=(m—1)*n+ n.

let rec mul (m: Nat, n: Nat) : Nat =
if m=0 then 0
else mul (m=1,n)+n

11l Werte

Ralf Hinze

202

17. Addition

Und die Addition lasst sich auf die Nachfolgerfunktion zuriickfiihren.

let rec add (m: Nat, n: Nat) : Nat =
if m=0then...
else ...add (m=1,n)...

1l Werte

Ralf Hinze

203

17. Addition

» Rekursionsbasis: 0 + n = n.

let rec add (m: Nat, n: Nat) : Nat =
if m=0 then n
else ...add (m-=1,n)...

» Rekursionsschritt: m+n=(m—1)+n+ 1.

let rec add (m: Nat,n: Nat): Nat =
if m=0 then n
else add (m~1,n)+1
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17. Zwischenfazit

Die Beispielprogramme zeigen, dass wir theoretisch mit einigen wenigen vordefinierten
Funktionen auskommen:

» der Zahl 0O,

» dem Test , gleich 0",

» der Nachfolgerfunktion und

» der Vorgangerfunktion.

I Minimalistische Sprachen sind von Vorteil, wenn man Aussagen iber alle Programme
einer Sprache machen méchte. Mehr zu diesem Thema spater aus der Abteilung der
Theoretischen Informatik.
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17. Peano Entwurfsmuster

Haben wir die Aufgabe eine Funktion f : Nat — t zu erstellen, dann sieht ein erster Entwurf
folgendermaBen aus.

let rec f (n: Nat):t= Peano Entwurfsmuster:
if n=0 then... Rekursionsbasis
else ...f(n=1)... Rekursionsschritt

Die Ellipsen missen mit Leben gefiillt werden:
» Rekursionsbasis: ein Ausdruck des Typs t.

» Rekursionsschritt: ein Ausdruck, der die Teilldsung f (n = 1) vom Typ t zu einer
Gesamtlosung vom Typ t erweitert.
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Entwurfsmuster
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17. Giuseppe Peano (1858-1932)

Der italienische Mathematiker und Logiker Giuseppe
Peano entwickelte, an die Algebra der Logik von Boole,
Jevons, Schroder, Porezki ankniipfend, die mathemati-
sche Logik weiter.

Von Peano stammt ein bekanntes und noch heute verwendetes Axiomensystem fiir die
natirlichen Zahlen.

» 0 ist eine natiirliche Zahl.

» Fir alle n gilt, dass, wenn n eine natirliche Zahl ist, auch die auf n folgende Zahl eine
natiirliche Zahl ist.

» Wenn auf zwei Zahlen dieselbe Zahl folgt, sind sie identisch.
» 0 kann nicht auf eine natiirliche Zahl folgen.

» Das Induktionsaxiom: Wenn 0 eine Eigenschaft hat, und wenn jede auf eine natiirliche Zahl
folgende Zahl die Eigenschaft besitzt, sofern die Zahl selbst die Eigenschaft hat, dann haben
alle natirlichen Zahlen die betreffende Eigenschaft.
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Peano
Entwurfsmuster
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17. Induktion: das Domino Prinzip

111 Werte
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Entwurfsmuster

17. Quadratwurzel

Aufgabe: square-root n soll die Quadratwurzel der Zahl n bestimmen. Genauer: gesucht
wird die gréBte Zahl r, so dass r*r < n.

Mini) square-root 4711
68

Mini) square 68

4624

Mini) square 69

4761

In eine Formel gegossen suchen wir [/n].
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Entwurfsmuster




17. Quadratwurzel

Mit dem Peano Entwurfsmuster erhalten wir:

let rec square-root (n: Nat): Nat =
if n=0 then...
else ...square-root (n+1)...
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Peano
Entwurfsmuster

17.

>

» Rekursionsschritt: Wie l3sst sich aus [v/n — 1] eine Lésung fir [\/n] herleiten? Es gilt:

Quadratwurzel

Rekursionsbasis: |1/0] = 0.

let rec square-root (n: Nat): Nat =
if n=0 then 0
else ...square-root (n=1)...

0< |[y/n] —|vVn—1] <1 wenn n>0. Also,
> | /n] ist entweder identisch zu |v/n — 1| oder
» | /n]| ist um eins groBer.

Wir testen einfach, ob wir mit der Erhdhung iiber das Ziel hinausschieBen.

let rec square-root (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 0
else let r = square-root (n ~ 1)
in if n < square (r + 1) then r else r + 1
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Peano
Entwurfsmuster
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17. Peano Entwurfsmuster — programmiert e 17. Peano Entwurfsmuster — programmiert Rt Himne
Was ist im Rekursionsschritt zu tun?
» Rekursi hritt: ein Ausdruck, der die Teillé f(n=1 Typ t i
SKUISIONSSCNLL: €In Ausdruck, der die 1etiosung (1) vom Typ £ zu einer Abstrahieren wir von zero und succ, erhalten wir eine Implementierung des Peano
Gesamtlosung vom Typ t erweitert.
Entwurfsmusters.
Einsicht: die Erweiterung der Teilldsung zu einer Gesamtldsung ist der Natur nach eine
Funktion. let peano-pattern (zero : Nat, succ : Nat — Nat) : Nat — Nat =
let rec f (n: Nat) : Nat =
Ertsmuster if n =0 then zero Ermmfsmuster
Geben wir also den fehlenden Programmteilen im Schema einen Namen. else succ (f (n~ 1))
in f
let rec f (n: Nat) : Nat =
if n =0 then zero
else succ (f (n+1))
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17. Peano Entwurfsmuster — programmiert

Mit Hilfe von peano-pattern kénnen wir power usw. kiirzer aufschreiben.

let power (x, n) = (peano-pattern (1, fun s — s x)) n
let mul  (m, n) = (peano-pattern (0, fun s — s+ n)) m
let add (m, n) = (peano-pattern (n,funs — s+1)) m

IZ" Man sieht sehr schén, wie jeweils die Teilldsung s zu einer Gesamtlésung erweitert wird.

7 op DR
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17. Peano Entwurfsmuster — programmiert

Ganz perfekt ist die Umsetzung des Entwurfsmusters noch nicht.

» Der Typ ist zu speziell:

let peano-pattern (zero : Nat, succ : Nat — Nat) : Nat — Nat =

1l Werte
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» Die Fakultatsfunktion und die Quadratwurzel lassen sich damit nicht definieren.
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